Corrigé Devoir Surveillé 7 25/03/19

Terminale S

Durée : 3 heures

EXErRCICE 1 (8 points)
Partie A — Conjectures graphiques

1. D’apres le graphique, on peut dire qu'une solution de I'diguaf(z) = g(z) sur]0 ; +oo| est

z=1.
2. D’apres le graphique, on peut dire qu’une solution de I'éiguay’ (x) = 0 sur]0 ; +oo| estz = 0, 5.

Partie B — Etude de la fonctiong

1. On cherche la limite de(x) quandz tend vers+oo.

1
rx—+o00o I

. 1 N
lim —= =0 doncxllglooﬂe =0

Toteo donc lim e 7 =1
lim e¥ =1 rreo
X—0
On peut donc dire quelim g(x) = 0.
r——+00
2. Soith la fonction définie suj0 ; +oo[ parh(z) = In (g(z)).

a. Pour tout nombre réal strictement positif,
—1—2zlnz

h(z) =In(g(z)) =In (i;;) =In <e‘%> —In(2?) = _i —2In (z) = i




b. On sait quelir%:clnx = 0. On en déduit que
T—

x>0
—1—-2x1 .

lim (—1 — 2zInz) = —1 etdonc qudim ——— = — — o0, Cest-a-direlim h(z) = —oo.

z—0 x—0 T z—0

>0 z>0 >0

c. Pour toutz > 0, h(z) = In (g(z)) doncg(z) = ).

lim h(z) = —o0

z—0 . .

2>0 donclim &®) = 0 ce qui veut dire quéim g(x) = 0.

lim e* =0 70 70
X——o00
1
2 11 1 e = (1—2x)

3. Pour toutr > 0, ¢'(z) = <_F> X € @ +ﬁ X <Pe L) =

4. Sur]0; +oof, z* > 0 et e >0 doncg/(z) est du signe dé — 2z :

+ la fonctiong est strictement croissante $ar; 0, 5];
* la fonctiong est strictement décroissante $urs ; +oo.

Partie C — Aire des deux domaines compris entre les courbesy et C,
1. Soit A le point de coordonnédd ; e !).
f(za) = f(1) = e71 = ya donc le point A appartient a la courbg.
g(za) = g(1) = — e 1 = e~ = ya donc le point A appartient a la courig.
Donc le point A est un point d'intersection des courbestC,.

2. Soienta etb deux réels strictement positifs.
La fonction f définie parf(xz) = €~* a pour primitive la fonctionc — —e™".
La fonction g est définie pag(z) = —2e‘% de la formeu/(z)e*(*) d’aprés ce qui a été vu précé-
x
demment; elle a donc pour primitive la fonction— €*®) c’est-a-direr + e~ .

La fonction (f — g) a donc pour primitive la fonctio : x — —e™* — e .
On en déduit que

b
/a (f(z) — g(z)) dz = K (b) — K (a) = (—e—b - e—%) - (—e‘“ - e—%>
—e%4ea—el_e.
3. D’aprés la question précédente,
/1 (f(z) —g(z))dz =€+ e —el_eT =e%+e a2l

lime?=¢ =1

a—0
. 1
hr% — = -0 )
*2 ¢ donclir% € a=0
Xl_i}n eX =0 =0
—00

1

On peut donc déduire quﬁ% e +ea =1etdonc qudir% (f(x) —g(x))dv=1-2e"".
sty ‘75 Ja

1

4. Sur l'intervalle]0 ; 1[, la courbeC; est au dessus de la courtb@donclir%/ (f(z) — g(z)) dz
a—

représente l'aire de la partie du plan comprise entre leses@y etC,, et les droites d’équation
x = 0etx = 1. C'est I'aire de la région hachurée sur le graphique.



b
Surlintervalle]1 ; +ool, la courbe, estau dessus de la cou@edoncb lim / (9(z) — f(z)) dz
—+00 Jq

représente l'aire de la partie du plan comprise entre lesbesd, etCy, et les droites = 1 etz = b
quandb tend verstoo. C'est 'aire de la région grisée sur le graphique.

On peut donc dire que ces deux aires sont égales.

EXERCICE 2 (7 points)

Partie A

. . . . . .
1. D’aprés le cours, lim n(z) =0donc lim f(z)= 0donc lacourbe admet la droite d’éguation
r—+00 xX Tr——+00
y = 0 ('axe des abscisses) comme asymptote horizontalesen

2. Lafonction f est dérivable sufl ; +oo[ comme quotient de fonctions dérivables §ur. +oof :

1
— Xz —In(x) x 1 1 - In(z)

fl(z) = = 22 = 2
3. On étudie le signe d¢’(z) sur[1; 4oof :
1 —In(z)

fl(x) >0 — 5 >0 <= 1-In(z) >0 <= 1>In(r) < e>zx <= z<e
x
Donc la fonctionf est:  strictement croissante qur; e];

strictement décroissante si&; +oo|.

Partie B

2
On considére la suit@u,,) définie paru,, = / —.77 In() dz pour tout entier naturet.
1 X

1. uy = /12 % In(z)dz = /12 f(x)dx

1 : T | . L
— In(x) est de la forme:'« qui a pour prlmltlve§u2 ; donc la fonctionf a pour primitive suf1 ; 2]
x

la fonction I’ définie parF'(z) = % [In(z )]2.
1 2 1 2 1 2
)~ F(1) = 5 [(2)]" - 5 [Im(1)]" = 5 [n(2)]
2
La fonction f est positive suf1 ; 2] donc/ éln(m)dw est égale a I'aire, en unités d’aire, du

21
DonCuoz/ —In(z)dz = F(2
1

X

domaine délimité par la courlt& I'axe des abscisses et les droites d’équations1 etz = 2.
2. Pourtoutrde[1;2]: 1<x<2

<= In(1) <In(z) < In(2) car la fonctionln est croissante syn ; 2]
<= 0<In(z) <In(2)
1 1 1
— 0< pes) In(z) < pes) In(2) carW >0sur[l; 2]
3. (z) < L 7 In(2) donc, d’apres la positivité de I'intégration :
2
1
/ 0dz </ —ln )dx </ —ln )dz ou encore) < u, g/ —7 In(2)dz.
1 "
On calcule 1 —ln( )dz = In(2 )/1 x"+1d :

1 1
Pourn > 0, la fonctionz n—> —- apour primitive la fonctionr — ——.
nx

2
1
Donc/ ——dr=|— 1 (-t :l_ 1 :l 1_i
p antl n x 2" nx 1" n nx2" n n

3




. In(2 1
Donc, pour tout entier naturel > 0,ona :0 < u, < n(2) (1 — —>.

On cherche la limite eR-oco de% <1 — i)

27L
lim n =+4oocdonc lim In(2) =0
n——+oo n—+oo N . In(2) 1
1 donc lim ——= 1_27 =0.
_>
lim 2" = +oodonc lim <1——>:1 nee
n—-+4o00 n——+o00 on

In(2 1 In(2
Ona:0<u, < n(2) <1 — 2—n> pour toutn, et lim n(2)
n

n—-+oo n

1 .
(1 — 2—n> = 0; on peut donc dire,

d’aprés le théoreme des gendarmes, que la suitpest convergente et a pour limite 0.

Exercice 3 (5 points)

1.

a. Dans cette question, on suppose ggle- 2.
1 1 1 1 1 1
=l-—=1l—-—-=—;2=1-—=1-2=-1;3=1-—=1——=1+4+1=2;
20 2 2 Z1 Z9 -1
. 1
ensuite on retrouve, = 7 z5 = —1etzg = 2.

b. Dans cette question, on suppose ggle= i.

1 . 1 1 1—i 2—1+Ii 141

= - Th A 7 111 1+1 2 2

1 1 2 14+i—2 =140 (=14+D—i)
m=1-—=1—-—=—-=1- e = — = . =

29 L+1 1+i 1+i 1+ (T+i)(1—1i)

2
—14+14i+i . _ . . 1+i .
— 1y - i = zp; ensuite on retrouvey = z; = 1+, puisz; = —~5 etzg =
c. Dans cette question on revient au cas générapast un complexe donné.

1 —1 N 1 N
z3 = 1— — = 2 dol 2329 = 290 — 1 = —— doncz3z92;1 = —1, et de méme

z9 29 . 21
292120 = —1, dONCz32921 = 292120, SOitz3 = 2. (zx # 0 pour toutk € N).

d. Des résultats des questions précédentes, on peut corfegtezs, = zg, pourn € N.
On démontre cette conjecture par récurrencensur
o [nitialisation : on a bienzzyg = 2p.

2 x 1 1 1

e Hérédité :remarquons que, 1 =1— — <= —=1—2,41] < 2z, = ——.
. Zn Zn 11—z
Supposons que pour un entier quelcongueN, z3, = zp, alorszz(,,1) = 23p+3 et
1
1 Z3p+2 — 1 Z3p+1 -1 1
ng_,’_g:l— = = 1 = = :ng:ZO'
23p+2 23p+2 1 Zgp+1 — 11— 23,49
Z3p+1

e Conclusion : on a donc démontré qug.o = zp et pour toutp € N vérifiant z3, = 2o,
alorszs,,.1) = 20 : d’apres le principe de récurrence quel que 8ot N, z3, = 2.

2. Comme2016 = 3 x 672, on a d’apres la question précédemgis = 20 = 1 + .

1
3.0naz =2z <= z=1—-—(avecz #0)ouencore =z —1 < 22— 2 +1=0.
20

On calculeA =1 — 4 = —3 et on obtient deux solutions complexes conjuguées :
Zozéﬁ-i@ OUZQZ%-i@.
Il'y a donc deux valeurs dg) pour lesquelleg; = z.

1 1 L . .
Dans ces deux cas; = 1—— = 1— — = z;, etainsi de suite, donc les suites, ) sont constantes.
21 20



