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Durée : 3 heures

EXERCICE 1 (8 points)

Partie A – Conjectures graphiques
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1. D’après le graphique, on peut dire qu’une solution de l’équation f(x) = g(x) sur ]0 ; +∞[ est
x = 1.

2. D’après le graphique, on peut dire qu’une solution de l’équation g′(x) = 0 sur]0 ; +∞[ estx = 0, 5.

Partie B – Etude de la fonctiong

1. On cherche la limite deg(x) quandx tend vers+∞.

lim
x→+∞

1

x2
= 0

lim
x→+∞

−
1

x
= 0

lim
X→0

eX = 1











donc lim
x→+∞

e−
1

x = 1



























donc lim
x→+∞

1

x2
e−

1

x = 0

On peut donc dire quelim
x→+∞

g(x) = 0.

2. Soith la fonction définie sur]0 ; +∞[ parh(x) = ln
(

g(x)
)

.

a. Pour tout nombre réelx strictement positif,

h(x) = ln
(

g(x)
)

= ln

(

e−
1

x

x2

)

= ln
(

e−
1

x

)

− ln
(

x2
)

= −
1

x
− 2 ln

(

x
)

=
−1− 2x lnx

x
.
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b. On sait quelim
x→0
x>0

x lnx = 0. On en déduit que

lim
x→0
x>0

(

−1− 2x lnx
)

= −1 et donc quelim
x→0
x>0

−1− 2x lnx

x
= −∞, c’est-à-direlim

x→0
x>0

h(x) = −∞.

c. Pour toutx > 0, h(x) = ln
(

g(x)
)

doncg(x) = eh(x).

lim
x→0
x>0

h(x) = −∞

lim
X→−∞

eX = 0











donc lim
x→0
x>0

eh(x) = 0 ce qui veut dire quelim
x→0
x>0

g(x) = 0.

3. Pour toutx > 0, g′(x) =

(

−
2x

x4

)

× e−
1

x +
1

x2
×

(

1

x2
e−

1

x

)

=
e−

1

x

(

1− 2x
)

x4
.

4. Sur]0 ; +∞[, x4 > 0 et e−
1

x > 0 doncg′(x) est du signe de1− 2x :

• la fonctiong est strictement croissante sur]0 ; 0, 5] ;

• la fonctiong est strictement décroissante sur[0, 5 ; +∞[.

Partie C – Aire des deux domaines compris entre les courbesCf et Cg

1. Soit A le point de coordonnées
(

1 ; e−1
)

.

f(xA) = f(1) = e−1 = yA donc le point A appartient à la courbeCf .

g(xA) = g(1) =
1

12
e−

1

1 = e−1 = yA donc le point A appartient à la courbeCg.

Donc le point A est un point d’intersection des courbesCf etCg.

2. Soienta et b deux réels strictement positifs.

La fonctionf définie parf(x) = e−x a pour primitive la fonctionx 7→ −e−x.

La fonctiong est définie parg(x) =
1

x2
e−

1

x de la formeu′(x)eu(x) d’après ce qui a été vu précé-

demment ; elle a donc pour primitive la fonctionx 7→ eu(x) c’est-à-direx 7→ e−
1

x .

La fonction
(

f − g
)

a donc pour primitive la fonctionK : x 7→ −e−x − e−
1

x .

On en déduit que
∫ b

a

(

f(x)− g(x)
)

dx = K(b)−K(a) =
(

−e−b − e−
1

b

)

−
(

−e−a − e−
1

a

)

= e−a + e−
1

a − e−b − e−
1

b .

3. D’après la question précédente,
∫ 1

a

(

f(x)− g(x)
)

dx = e−a + e−
1

a − e−1 − e
−1

1 = e−a + e−
1

a − 2e−1.

lim
a→0

e−a = e0 = 1

lim
a→0
a>0

−
1

a
= −∞

lim
X→−∞

eX = 0











donc lim
a→0
a>0

e−
1

a = 0

On peut donc déduire quelim
a→0
a>0

e−a + e−
1

a = 1 et donc quelim
a→0

∫ 1

a

(

f(x)− g(x)
)

dx = 1− 2e−1.

4. Sur l’intervalle ]0 ; 1[, la courbeCf est au dessus de la courbeCg donc lim
a→0

∫ 1

a

(

f(x)− g(x)
)

dx

représente l’aire de la partie du plan comprise entre les courbesCf et Cg, et les droites d’équation
x = 0 etx = 1. C’est l’aire de la région hachurée sur le graphique.
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Sur l’intervalle]1 ; +∞[, la courbeCg est au dessus de la courbeCf donc lim
b→+∞

∫ b

1

(

g(x) − f(x)
)

dx

représente l’aire de la partie du plan comprise entre les courbesCg etCf , et les droitesx = 1 etx = b

quandb tend vers+∞. C’est l’aire de la région grisée sur le graphique.

On peut donc dire que ces deux aires sont égales.

EXERCICE 2 (7 points)

Partie A

1. D’après le cours, lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0 donc lim

x→+∞
f(x) = 0 donc la courbe admet la droite d’équation

y = 0 (l’axe des abscisses) comme asymptote horizontale en+∞.

2. La fonctionf est dérivable sur⌈⌊1 ; +∞⌈⌊ comme quotient de fonctions dérivables sur⌈⌊1 ; +∞⌈⌊ :

f ′(x) =

1

x
× x− ln(x)× 1

x2
=

1− ln(x)

x2
.

3. On étudie le signe def ′(x) sur⌈⌊1 ; +∞⌈⌊ :

f ′(x) > 0 ⇐⇒
1− ln(x)

x2
> 0 ⇐⇒ 1− ln(x) > 0 ⇐⇒ 1 > ln(x) ⇐⇒ e> x ⇐⇒ x < e

Donc la fonctionf est : strictement croissante sur⌈⌊1 ; e⌉⌋ ;
strictement décroissante sur⌈⌊e ; +∞⌈⌊.

Partie B

On considère la suite(un) définie parun =

∫ 2

1

1

xn+1
ln(x) dx pour tout entier natureln.

1. u0 =

∫ 2

1

1

x
ln(x)dx =

∫ 2

1
f(x)dx

1

x
ln(x) est de la formeu′u qui a pour primitive

1

2
u2 ; donc la fonctionf a pour primitive sur⌈⌊1 ; 2⌉⌋

la fonctionF définie parF (x) =
1

2

[

ln(x)
]2

.

Doncu0 =
∫ 2

1

1

x
ln(x)dx = F (2)− F (1) =

1

2

[

ln(2)
]2

−
1

2

[

ln(1)
]2

=
1

2

[

ln(2)
]2

La fonction f est positive sur⌈⌊1 ; 2⌉⌋ donc
∫ 2

1

1

x
ln(x)dx est égale à l’aire, en unités d’aire, du

domaine délimité par la courbeC, l’axe des abscisses et les droites d’équationsx = 1 etx = 2.

2. Pour toutx de⌈⌊1 ; 2⌉⌋ : 1 ≤ x ≤ 2
⇐⇒ ln(1) ≤ ln(x) ≤ ln(2) car la fonctionln est croissante sur⌈⌊1 ; 2⌉⌋
⇐⇒ 0 ≤ ln(x) ≤ ln(2)

⇐⇒ 0 ≤
1

xn+1
ln(x) ≤

1

xn+1
ln(2) car

1

xn+1
> 0 sur⌈⌊1 ; 2⌉⌋

3. On a0 ≤
1

xn+1
ln(x) ≤

1

xn+1
ln(2) donc, d’après la positivité de l’intégration :

∫ 2

1
0dx ≤

∫ 2

1

1

xn+1
ln(x)dx ≤

∫ 2

1

1

xn+1
ln(2)dx ou encore0 ≤ un ≤

∫ 2

1

1

xn+1
ln(2)dx.

On calcule
∫ 2

1

1

xn+1
ln(2)dx = ln(2)

∫ 2

1

1

xn+1
dx.

Pourn > 0, la fonctionx 7−→
1

xn+1
a pour primitive la fonctionx 7−→ −

1

nxn
.

Donc
∫ 2

1

1

xn+1
dx =

(

−
1

n× 2n

)

−

(

−
1

n× 1n

)

=
1

n
−

1

n× 2n
=

1

n

(

1−
1

2n

)
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Donc, pour tout entier natureln > 0, on a :0 ≤ un ≤
ln(2)

n

(

1−
1

2n

)

.

4. On cherche la limite en+∞ de
ln(2)

n

(

1−
1

2n

)

.

lim
n→+∞

n = +∞ donc lim
n→+∞

ln(2)

n
= 0

lim
n→+∞

2n = +∞ donc lim
n→+∞

(

1−
1

2n

)

= 1















donc lim
n→+∞

ln(2)

n

(

1−
1

2n

)

= 0.

On a :0 ≤ un ≤
ln(2)

n

(

1−
1

2n

)

pour toutn, et lim
n→+∞

ln(2)

n

(

1−
1

2n

)

= 0 ; on peut donc dire,

d’après le théorème des gendarmes, que la suite(un) est convergente et a pour limite 0.

EXERCICE 3 (5 points)

1. a. Dans cette question, on suppose quez0 = 2.

z1 = 1−
1

z0
= 1−

1

2
=

1

2
; z2 = 1−

1

z1
= 1−2 = −1 ; z3 = 1−

1

z2
= 1−

1

−1
= 1+1 = 2 ;

ensuite on retrouvez4 =
1

2
, z5 = −1 etz6 = 2.

b. Dans cette question, on suppose quez0 = i.

z1 = 1−
1

i
= 1 + i ; z2 = 1−

1

z1
= 1−

1

1 + i
= 1−

1− i
1 + 1

=
2− 1 + i

2
=

1 + i
2

;

z3 = 1 −
1

z2
= 1 −

1
1 + i
2

= 1 −
2

1 + i
=

1 + i − 2

1 + i
=

−1 + i
1 + i

=
(−1 + i)(1− i)
(1 + i)(1− i)

=

−1 + 1 + i + i
1 + 1

= i = z0 ; ensuite on retrouvez4 = z1 = 1 + i , puisz5 =
1 + i
2

etz6 = i.

c. Dans cette question on revient au cas général oùz0 est un complexe donné.

z3 = 1 −
1

z2
=

z2 − 1

z2
d’où z3z2 = z2 − 1 = −

1

z1
donc z3z2z1 = −1, et de même

z2z1z0 = −1, doncz3z2z1 = z2z1z0, soitz3 = z0. (zk 6= 0 pour toutk ∈ N).

d. Des résultats des questions précédentes, on peut conjecturer quez3n = z0, pourn ∈ N.
On démontre cette conjecture par récurrence surn :
• Initialisation : on a bienz3×0 = z0.

• Hérédité : remarquons quezn+1 = 1−
1

zn
⇐⇒

1

zn
= 1− zn+1 ⇐⇒ zn =

1

1− zn+1
.

Supposons que pour un entier quelconquep ∈ N, z3p = z0, alorsz3(p+1) = z3p+3 et

z3p+3 = 1−
1

z3p+2
=

z3p+2 − 1

z3p+2
=

−
1

z3p+1

1−
1

z3p+1

=
−1

z3p+1 − 1
=

1

1− z3p+1
= z3p = z0.

• Conclusion : on a donc démontré quez3×0 = z0 et pour toutp ∈ N vérifiant z3p = z0,
alorsz3(p+1) = z0 : d’après le principe de récurrence quel que soitn ∈ N, z3n = z0.

2. Comme2 016 = 3× 672, on a d’après la question précédentez2 016 = z0 = 1 + i.

3. On az0 = z1 ⇐⇒ z0 = 1−
1

z0
(avecz0 6= 0) ou encorez20 = z0 − 1 ⇐⇒ z20 − z0 + 1 = 0.

On calcule∆ = 1− 4 = −3 et on obtient deux solutions complexes conjuguées :

z0 =
1
2 + i

√
3
2 ou z0 =

1
2 − i

√
3
2 .

Il y a donc deux valeurs dez0 pour lesquellesz1 = z0.

Dans ces deux cas,z2 = 1−
1

z1
= 1−

1

z0
= z1, et ainsi de suite, donc les suites(zn) sont constantes.
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