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EXERCICE 1 8 points

Premiére partie
Dans cette partie, on suppose que a = 2.
1. a = 2 donc zA:2+2i\/§.
Calcul du module : |z4] = V4 + 12 = 4.
Pour écrire la forme exponentielle, il faut calculer un argument de z4, soit 6.

1 2_\/§_\/§ T

COSG:Z:§ et sinf = =3 d0n09:§.

La forme exponentielle de z4 est 463,
2. Par symétrie, zo == 2 — 2iv/3 (forme algébrique) et zc = 4e™'5 (forme exponentielle).
3. QCM Réponse C.

Par symétrie, |2p| = |24| et arg(zp) = arg(z4) — 7 = —2F, donc zp = de %
4. Figure :

5. OA = |z4| =4 = |zp| = OB. AB = |z — 24| = |2 — 2iV/3| = 4. Donc le triangle OAB est
équilatéral. Par symétrie, OABC' est un losange donc (OA) et (BC) sont paralléles d’ou (DA)
et (BC) sont paralléles et le quadrilatére ABC'D est un trapéze.

. . — —
On peut aussi calculer z4 — zp = 224 = zp — 2z¢ ce qui prouve que DA = 2CB et (OA) et
(BC) paralléles.

6. [H B] est la hauteur issue de B du triangle équilatéral OAB donc (H B) est une médiane issue
de B ce qui prouve que H est le milieu de [OA] donc zy = %ZA.

Forme algébrique de zg : zg =1+ iVv3.
7. QCM Réponse C.
Avec les différentes symétries, 'aire du quadrilatére ABCD est égale a trois fois l'aire du

4 x 2v/3
7\/_, donc A = 12v/3.

triangle OAB qui vaut 5



Deuxiéme partie

8. /1=0B=4.
lo = AC = |24 — zo| = |[4iVa? — 1] = 4a? — 1.

9. Le quadrilatére OABC est un carré si 1 = (o, soit Va2 —1 = 1 ce qui donne a? = 2 soit
a = +/2 puisque a > 1.

Troisiéme partie
Soient (E) et (E') les équations d’inconnue complexe z :
(B): 2°2—42+4a>=0 (B"): 2% —422+4a’2=0
10. A = 16 — 16a® = 16(1 — a?®). Comme a > 1 alors 1 — a? < 0 et 'équation (E) admet deux
racines complexes non réelles.

4—i4/16(a? -1
11. 1 = 2( ):2—21\/a2—1:z(;etz2:2—|—2i\/a2—1:zA.

12. 23 — 42% + 4a%2 = 2(2% — 42 + 4a®). Un produit est nul si 'un de ses facteurs est nul.

Donc I'ensemble £ des solutions de I'équation (E’) est donc {0, z4, zc'}.

EXERCICE 2 6 points

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

1. Méthode 1
3

3 9 1 1 9
i e —2xe" X =+ -]+ -=e"—e"+1=g(x).

2

2
1
a. Pour tout x € R, (ex — —> + s+ 3 -

2
1
b. Pour tout = € R, (ex — 5) > 0, donc g(z) > 0.

2. Méthode 2

a. A = —3, donc le polynéme n’a pas de racine sur R, donc ne s’annule pas et garde un signe
constant, celui du coefficient de X2, soit X2 — X + 1 > 0 pour tout réel X.

b. On pose X = e? : alors g(z) = X2 — X +1, et on en déduit que g(x) > 0 pour tout nombre
réel x.

Partie B : Etude d’une fonction

3e”
t la fonction défini R : = 2 — .
f est la fonction définie sur R par : f(z) =z + e
, 3e” x (e 4+ 1) — 3e® x ¥ 3e”
1. Pour tout nombre réel z, f'(z) =1 — =1-—-
(ex‘ + 1)2 (e:c + 1)2
, (e 4+ 1)2 3e” e + 2% + 1 — 3e” g(x)
D'ou: f/(x) = - = = :
(e*+1)2 (e 41)2 (e? 4+ 1)2 (e” 4 1)2
- . . 3e”
2. Limite en —oo : lim e* =0, donc lim =0.
T——00 r——oc0 e 4+ 1
lim (z+ 2) = —o0, donc par somme lim f(z) = —o0.
T——00 T—>—00

Limite en 400 : nous avons une forme indéterminée "oo/oco".
3e” 3e” 3
e +1 et(l+e ) 14e®

Changement d’écriture :

lim e *=0,donc lim =3
T—+00 z—+o00 1 4 e~ 7

lim (z+ 2) =400, donc par somme lim f(z) = +oo.
T—r—+00 r—r—+00



f'(x) ale méme signe que g(x) puisque le dénominateur est strictement positif. Donc f'(z) > 0
pour tout z réel et f est strictement croissante sur R.

Tableau de variation de f sur R :

x —00 +00

(@) /

— 00

Sur R, la fonction f est continue car dérivable et strictement croissante. Elle a pour intervalle
image R. Donc, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) = 0
admet une unique solution « sur R.

. [ est strictement croissante et f(a) = 0, donc sur |—oo; af, f(x) < 0, et sur |a; +o0[, f(z) > 0.

3

1 , B
f(0)20+2—§:§>f(0)—

90) _ 1
22 4’

: : : 1 1

Donc une équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse 0 est : y = 1" + 3

EXERCICE 3 6 points

1.

Marion a autant de chances de gagner que de perdre la premiére partie.
Donc P(Gy) = P(Gy) = %
D’aprés la formule des probabilités totales : P(Ga) = P(G2 N G1) + P(Ge N Gy).
Soit P(G2) = P(G1) x Pg,(G2) + P(Gy) x Py (Ga) = % x 0,6 + % x 0,3 = % x 0,9 = 0,45.
On en déduit P(G3) =1 — P(Gs) = 0, 55.
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : z, = p(G,) et y, = P(G,,).
On procéde comme & la question précédente en appliquant la formule des probabilités totales.
Pour tout entier naturel n non nul, on a P(Gp11) = P(Gpi1 NGp) + P(Gri1 NGy).
Soit Tpy1 = Ty X PG’n(Gn-l—l) + yn X Pan(Gn_H) = 0,6z, + 0,3y,
Yn+1 = 1 — i1 = (X +yn) — (0,62, + 0,3y,) = 0,42, + 0, Ty,,.
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : v, = x, + yn et w, = 4x, — 3y,.
a. Pour tout n, vp41 = Tpt1 +Ynt1 = Tnt1 + (1 —2p41) = 1, donc la suite (vy,) est constante.
b. Pour tout n, wy4+1 = 4xp+1 — 3yn+1 = 4(0,6x, + 0, 3y,) — 3(0,4x, + 0, 7yy,),
soit wpy1 =4 x 0,62, —3 x 0,42, +4 x 0,3y, — 3 X0, Ty,
d’ott wp41 = (0,6 — 0,3) x 4z, + (0,4 — 0,7) X 3y, = 0,3(4x,, — 3y,) = 0,3w,, donc la
suite (v,) est géométrique de raison ¢ = 0, 3.
Le premier terme : w; = 4z; — 3y; =0, 5.
c. Pour tout n >0, w, = w; x ¢"~ 1 =0,5x0,3""L.
d. Pour tout n entier naturel non nul, w,, = 4x, — 3y, et 3v, = 3z, + 3yn,.
wy, +3v,  0,5x0,3"1+3
7T 7 '
e. La suite (wy,) est géomeétrique de raison ¢ = 0, 3.

Par somme w,, + 3v,, = 7x,, soit x,, =

Puisque —1 < ¢ < 1, (wy,) converge vers 0
3

Par somme et quotient, la suite (z,,) converge donc vers 2



