Terminale S Corrigé Bac Blanc de Mathématiques 05/03/20

EXERCICE 1 5 points

1. e Initialisation : ug = 1, donc 1 < ug < e2. L’encadrement est donc vrai au rang 0.
e Hérédité : supposons que pour n € N, on ait :
1 < u, < e?, on adonc par croissance de la fonction racine carrée, V1 < VUn < € ouencore 1 <
\/Uun < €, puis par produit par e :
e<ex . Ju, <exeetafortiori 1 < upy1 < e2. L’encadrement est héréditaire.

On a montré que I’encadrement est vrai au rang O et que s’il est vrai au rang n quelconque il est vrai au

rang n + 1; d’apres le principe de la récurrence on a montré que pour tout naturel n, 1 < u,, < e.

2. (a) Quel que soit le naturel n, Up41 — Up = €4/ Up — Uy = /Un (e —Ju )
Or on a d’une part /u,, > 0, et on a vu dans la question précédente que /u, < e <= e—./u, >0
donc finalement . /u,, (e — \/un) > 0 ouencore Uy 1 — Uy = 0 <= Upy1 = uy, : lasuite (u,) est
croissante.

(b) La suite (u,,) est croissante et majorée par e? elle est donc convergente vers une limite £ < e?.

3. Pour tout entier naturel n, on pose

vy = In (uy) — 2.
(a) Pour tout entier naturel 7, vnp41 = In(upq1) —2 = In(e X /up) —2 = Ine +In/u, — 2 =

1 1 1 1
1—2+§lnun:§lnun—1:§(lnun—2):§vn.

L’égalité v, 41 = 51)” montre que la suite (v,,) est géométrique de raison % de premier terme vy =
Inug—2=0-2= -2,

. ! 1\" 1\" 1 1
(b) On sait que pour tout naturel n, v, = vg X 3 =-2 3 =-2 on | = “on1

[\

1 n
N
(©) Orvn:ln(un)—2@ln(un):vn+2:2—2<§> <~ u, =¢€ .

—_

1 1 n n
(d) Comme —1 < — < 1, on sait que lim <§> = 0,donc lim 2 — 2 <—> = 2 et enfin

2 n—-+o00 n—-+oo

[\)

lim wu, = e,
n—-+o00

4. Affirmation 1 : « Si ug = 2020, alors la suite (u,) est croissante. »
Onau; =e x v/2020 ~ 122;
uz = e X Ju; ~ 30;
uz = e X /up ~ 15 L’affirmation n’est pas vraie.

Affirmation 2 : « Si ug = 2, alors pour tout entier naturel n, 1 < u, < e »

L’ affirmation est vraie car I’initialisation de la récurrence est encore valable : 1 < uy < e2, donc 1’enca-
drement est encore vrai.

Affirmation 3 : « La suite (u,,) est constante si et seulement si ug = 0. »
La suite (u,,) est constante si et seulement si quel que soit n, Up41 = Uy, <= € X \fUy = Uy, <~

e X \/Up = fUn X JUp <= fUp X \JUup —eX Ju, =0 <= Ju,(Vun, —¢) =0 <= Ju, =

0ouyu,=e <= u, =0 ouu, =e* < ug =0 ouuozeZ.
L’ affirmation est fausse.



EXERCICE 2 5 points (Eleves qui ne suivent pas I’enseignement de spécialité mathématique)
Partie A

2 T
1\ i— 7 iz 7 (1 V3 7 .TV3
1‘ = 1 — 6 = — 3 = — — ]—— = — ]——— N
“ <+6>e 6 ° 6X<2+12> 2
7 .1V3
TR
0 2x0xm
11— .
2. ZOZ<1+E>C 6 =eX0 =cos0+isin0=1: z =1
6 2x6xmT
11— .
26 = <1—i—6>e 6 = 2eX%™ = 2(cos 2 +isin27w) = 2: 25 =2
3.
Soit H; le pied de la hauteur du triangle O My M, issue de
M;. . N
Dans le triangle rectangle OM; Hq, on a sin MgOM; =
M,
Hi M, "
, Soi
OM;
. m  HiM;
sin - =
3 7
6
7 3 7V3
On en déduit : Hy My = - x V3_TV3
6 2 12 — \ >
. . @ Hl MO
L’aire du triangle OMyM; est alors égale, en u.a, a
OM(] X H1M1 o 7\/§
2 24
Partie B
1.
2km 2km
kE\ i— k i
OMk :|ZMk|:|Zk|: <1+—>e n :'1+—xe n =14+ -
n n n
2km
N k\ i— _ . k 2km
2. Par hypothese,ona:z; = |1+ —)e n .Puisque 1 +— > 0, alors arg (z) = — [27].
n n n
Par suite :
- — 2k — 2(k+1)m
(u, OMk> = Arg (z) = - [27] <u, OMkH) = Arg (zx+1) = ( - ) [27]
— - — - — —
(OMY, OMyy ) = (OMy, ) + (w0, OMyy ) = = (0, OMY ) + (', OMyyy )
2km 2(k+ U)m 21
= — + ( ) = — [27]

3. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2 et pour tout entier k tel que 1 < k < n — 1, notons Hy, 1 le pied
de 1a hauteur issue du point My, 1 dans le triangle O My, My, 1.

e Sin = 2, le triangle O MM est plat : on a alors M1 H; =0



e Supposons n 2> 3 :
Que H k+1 appartienne a la demi-droite [OM}) (sin > 3) ou M
non (sin =3),ona:

. 27 e ) —
sin — = sin (OMk , OM/H_l) =sin Hy 1O M4
n

_ My Hip1 - M1 Hig

OMj11 14 k+1 M,
n
Finalement : ; Hyn
k+1 2 s‘:
Mk+1Hk+1 = (1 + * > X Sin —7T [271'] O
n n
4.
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A 0323 | 0,711 | 1,170 | 1,705 | 2,322 | 3,027 | 3,826 | 4,726 | 5,731 | 6,848

5. Laligne a compléter est
L3 :Tantque A <72

Remarque : on obtient n = 20.

EXERCICE 3 6 points Commun a tous les candidats
Partie A
1. Ve #0 f(oc)—Ex:E—2
' ’ oz e
2
or xll)lj{loo :Ti = 0 car wll)gr_loo % = +o00. De plus xgrfoo 2 =0

Donc par produit, xBr—il—loo f(z) = 0.

2. (@ f=ue" = f'=ue’+u(ve) = (v + uv)e’ avec {u(m) — — {UI(DC =1
v(z) =1— 22 "(z)
Ve eR, f'(z) = (1 —2z2)el*
(b) Tableau de variations de la fonction f.
e!=** > 0 sur R donc f/(x) est du signe de (1-222) = (1 -2v2) (1 4+ 2v2)

on en déduit le tableau suivant :

V2 V2
xr —100 2 2 +00
f'(x) — 0 + 0 -

N e N

On remarque que f est impaire donc lim f(z) = 0.
T—r

—00




Partie B

1. 11 semblerait que C soit toujours en dessous de C

2. SurR,el=* > 0et el=7" >0

On en déduit que sur | — oo ; 0], f(z) <Oetg(z) >0
On a donc bien Vx €] — 00 ; 0], f(z) < g(x)

3.

4.

(a)

(b)

()
(a)

(b)

fl@) < glz) = zel™*" el

si x > 0 alors cette inéquation est équivalente a In (xel_x2> < In (el_x ) car la fonction In est
croissante sur |0 ; 4o00].

In (xel_“”2> <In(e!™) < In(z) + In <el_“”2) <In(e™) = @) +1-22<1-2 <=
In(z) — 2% + x <0.

Finalement si x > 0, f(z) < g(z) équivaut a ®(x) < 0.

On admet pour la suite que f(z) = g(z) équivaut a &(x) = 0.

222 4+z+1 (z—1)(-22-1) (1-2)2z+1)

1

Vo €]0; +oof, ®'(z)=——22+1=
T

z+1

T x x

or sur |0 ; 4o0[, > 0 donc ®'(z) est du signe de (1 — )

on en déduit le tableau :

| : ~_

Sur |0 ; +oo[, ® admet 0 pour maximum donc Vz €]0 ; +oo[, ®(x) < 0.

La conjecture est validée puisque I’on vient de montrer que ®(z) < 0donc f(z) < g(z) sur |0 ; 00|
or on avait montré que f(z) < g(x) sur] — oo ; 0]

Finalement C'; est bien toujours en dessous de C, sur R

flz)=g(x) <= P(x)=0<=z=1

A(1; 1) est donc I'unique point commun de Cy et C,

(c) g est dérivable sur |0 ; +o00] comme composée de fonctions dérivables sur |0 ; +ool.

Ve €]0; 4oof, ¢ (x) = —e' "
alors ¢'(1) = —1or f/(1) = —1
Donc C; et C, admettent la méme tangente en A

EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats

Réponse b. A, B et C sont sur le cercle de centre O et de rayon 2 d’apres 1’égalité des modules. D’apres
les valeurs des arguments A, O et B sont alignés donc [AB] est un diametre du cercle. Puisque C' est sur
le cercle et distinct de A et B, on en déduit que ABC est rectangle en C.

Réponsea. P(ANB) = P(A) x P4(B)=0,28. P(A)=1—-P(A)=0,3.

P(ANB) = P(A) - P(ANnB) =0,24.

D’ot P(B) = P(ANB) + P(ANB) = 0,28 + 0,24 = 0, 52.

Réponse a. z > 2etsilnz + In(x —2) = In3 alors Inz(x — 2) = In3, d’ou x(z — 2) = 3. Cette
équation s’écrit 2 — 2o — 3 = 0 et a pour solution —1 et 3. La seule solution acceptable est 3.

Réponsed. P(ANB)=P(A) x P(B)=0,2x0,5=0,1.



EXERCICE 2 5 points Exercice spécialité mathématiques

Partie A : préliminaires

1. (@ n’=N-1 moduloN = (n2)2 = (N —1)> modulo N
Or(N—-1)2=N2?2-2N+1et N>=0 modulo Net—2N =0 modulo N, donc
(N—-1)2=1 modulo N et finalement car n* = n x n?,
nxn®=1 modulo N.

(b) Onabh? =25=26—1,donc 52 = —1 modulo 26.
La question précédente montre que 5 x 5 = 1 modulo 26.
Donc ky = 5% = 125.

(24 6 o (19 6 a2 (5 0 _ . .
2. (a) 6A= <18 12> et A = <18 7),dono 6A — A° = <0 5) = 51 (I matrice unité).

1
(b) Ona6A— A% = A(61 — A) = 51 ou encore A x 3(61 — A) = I : cette égalité montre que la matrice
A est inversible et que son inverse est

at=ter-a=51-1a
5 5 5
6 1 2 -1
—1 — _ . -1 — J— — =
(c) A= = 5] 5A <~ bA 61 — A <_3 4> B.

Conclusion B = 5471,

(d) En partant de I’égalité précédente :
B=54"" < BA=5A"'A < BA=5] < BAX =5IX <
BY =5X.

Partie B : procédure de codage

Coder le mot « ET », en utilisant la procédure de codage décrite ci-dessous.

«ET » est codé par la matrice X = <149> .

PuisY = AX = <§(5)> , puis R = <294> et d’apres le tableau « ET » est codé «JY ».
Partie C : procédure de décodage

Lors du codage, la matrice X a été transformée en la matrice Y = (Zl> telleque: Y = AX.
2

0T1 = 2Y1— Y2

oT2 = —3y1 + 4y

2. La question 1. b. de la partie A a admis que 5 x 21 =1 modulo 26. Donc en reprenant le systeme de la
question précédente et en multipliant par 21, on obtient :

. OnaY = AX <— A1V =X «— 541y =5X = BY soitY = AX <— {

21 x 5I1 = 21x (2y1 — yg) 21 x 5I1 = 42y1 — 21y2
21 x bry = 21 x (=3y; + 4y2) 21 X by = —63y; + 84ys
— r1 = 16y; 4+ 5y2 modulo 26
x2 = 15y1 + 6y modulo 26
3. « QP » est associé a la matrice <i§> .
En utilisant le résultat précédent :
r1 = 16y; 4+ 5y2 modulo 26 z1 = 256+ 75 modulo 26
9 = 15y; 4+ 6y modulo 26 ro = 240+ 90 modulo 26
r1 = 331 modulo 26 r1 = 19
zo = 330 modulo 26 T = 18

Le mot décodé est donc « TS ».



