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Lobjectif de ce chapitre est d’étudier quelques propriétés des
ensembles N et Z ainsi que certaines relations des nombres
entre eux et avec des opérations (I'addition et la multiplication
sont les opérations de base).

La division euclidienne et les nombres premiers sont des outils
privilégiés.
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Quelques mathématiciens
@ Pythagore (grec 580 av JC-495 av JC)
© Euclide (grec 300 av JC)
© Eratosthéne (grec 3e siecle av JC)
© Bachet de Méziriac (frangais 1581-1638)
© Pierre de Fermat (frangais 1607-1665)
© Bézout (francais 1730-1783)
@ Gauss (allemand 1777-1855)
© Euler (suisse 1707-1783)
© Péano (italien 1858-1932)
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Lensemble N

Raisonnement par récurrence
Division euclidienne

Théoréme

Soit A une partie de N;

si 0 € A et sipour tout nappartenantaN,ne A= (n+1) € A
alors A=N

Remarque : (n+ 1) est appelé le successeur de n.

Ce théoreme dit que :

si [A est une partie de N contenant 0 et si A contient un entier
alors il contient aussi son successeur],

alors A=N.
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Lensemble N

Raisonnement par récurrence
Division euclidienne

Théoréme
Soit P(n) une propriété dépendant de n. Si P(n) vérifie les
deux conditions suivantes :
@ P(0) est vraie
@ pour tout n € N, si P(n) est vraie alors P(n+ 1) est vraie
(on dit que P(n) est héréditaire)
Alors P(n) est vraie pour tout n.

Serge Bays Diaporama



Lensemble N

Raisonnement par récurrence
Division euclidienne

Remarques

Ce théoreme constitue le principe du raisonnement par
récurrence.

Si on remplace dans le théoréeme « P(0) est vraie » par « P(a)
est vraie » ou a est un entier naturel déterminé alors la
conclusion est que P(n) est vraie pour tout ntel que a < n.
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Lensemble N

Raisonnement par récurrence
Division euclidienne

Propriété 1
Si a et b sont deux entiers naturels avec b non nul alors il existe
un entier n tel que a < nb.

Démonstration

Si a = 0 nous pouvons prendre n = 1

Si a est non nul nous pouvons prendre n = a puisque
1<b=a<ab.
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Lensemble N

Raisonnement par récurrence
Division euclidienne

Propriété 2
Si A est une partie de N non vide alors elle admet un plus petit

élément.
C’est-a-dire qu’il existe un entier a de A tel que pour tout n

appartenanta A, a < n.

Cette propriété est admise.
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Lensemble N . %
Raisonnement par recurrence

Division euclidienne

Théoreme et définition

Soient a et b deux entiers naturels quelconques avec b non nul.
Il existe un couple unique d’entiers naturels (q, r) tel que
a=bg+retr<b.

Les nombres g et r s’appellent respectivement le quotient et le
reste de la division euclidienne de a, nomme le dividende, par
b, nommé le diviseur.
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Lensemble N . %
Raisonnement par recurrence

Division euclidienne

Démonstration

- Existence de g et de r

D’apres la propriété (1), 'ensemble A de tous les entiers n tel
que a < nb est non vide.

D’apres la propriété (2), A posséde un plus petit élément m.
Puisque a< mb,ona 1 < m.

Posonsg=m—1.Alorsgb < a< b(g+1).

C’est-a-dire a < bg + b; donc en posant r = a — bq, I'entier r
vérifier < beta=bqg+r.
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Lensemble N

Raisonnement par récurrence
Division euclidienne

- Unicité de g et r

Supposons qu’il existe deux couples (qy, r1) et (g, r2) vérifiant
a=>bgy+rn=bg+rn n<betrn<bhb.

Alors r — ri = b(g1 — @2).

Si ry # o, par exemple ry < r», on > < q;. On en déduit que
1<qy—q,doub<b(gr —q),cest-a-dire b<r, —r.

Alors b < rp ce qui est en contradiction avec I'’hypothése r» < b.
Donc r; = r», ce qui entraine gy = Q».
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. L4 L - 4
Lensemble Z4 Division euclidienne dans Zs

Lopération soustraction n’est pas toujours possible dans N.
A partir de 'ensemble N, on construit un ensemble plus vaste
Z, ensemble des entiers relatifs, sur lequel on étend les
propriétés des opérations de N. Sur ce nouvel ensemble
I'opération soustraction est toujours possible.
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Lensemble Z, Division euclidienne dans Z

Théoréme

Soit a appartenant a Z et b appartenant a N avec b non nul;
alors il existe au moins un couple (q, r) d’éléments de Z tel que
a=bg+ret—b<r<b.

Démonstration

A partir de la division euclidienne de a par b, ou a et b sont des
entiers naturels avec b non nul, soita=bqg+ret0 <r < b, on
obtient I'égalité : (—a) = b(—q) + (—r).
Si0<r<balors —-b< —-r<0.
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Lensemble Z, Division euclidienne dans Z

Division euclidienne de a € Z par b € N*

Si a € 7, si b est un entier naturel non nul alors il existe un
couple (g, r) unique telque a=bg+ret0<r<b.

Démonstration

Si a > 0, c’est la division euclidienne dans N.

Si a < 0, alors d’aprés le théoréme précédent, il existe deux
entiers relatifs négatifs g’ et r’ tels que a = bq’ + r’ avec
-b<r<o.

Onposeg=¢q —1etr=r+b.
Alorsa=bg+ravec0<r<b.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif

Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Définition

Soient a et b deux entiers relatifs.
S'il existe un entier relatif k tel que b = ka, on dit que b est un
multiple de a.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif

Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Propriétés et définition
Pour tout entier relatif n,
@ 0 est un multiple de n;
@ Sin# 0, 'ensemble des multiples de n est infini;

@ Lensemble des multiples de n est 'ensemble des nombres
kn ou k appartient a Z.

Exemples :
ensemble des multiplesde 3 :{..., -9, -6, -3,0,3,6,9, ...}
ensemble des multiples de 0: {0}
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif

Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Propriétés
@ Pour tout entier relatif n, les multiples de n sont les
multiples de (—n)

@ Si a est un entier relatif multiple de n, alors (—a) est un
multiple de n.

@ Si a et b sont deux entiers relatifs multiples de n, alors
(a+ b) est un multiple de n.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’'un entier relatif
Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Définition

Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b, ou que a
est un diviseur de b, ou que b est divisible par a si et seulement
si b est un multiple de a, c’est-a-dire :

il existe un entier relatif k tel que b = ka.

On note a | b.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’'un entier relatif

Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Propriétés

@ 0 a une infinité de diviseurs.

@ Tout entier relatif n a au moins quatre diviseurs :
1,—1,n,—n.

@ Tout entier relatif n non nul a un nombre fini de diviseurs.
On note cet ensemble D,.
Exemple : Lensemble des diviseurs de 6 est
Dg ={-6,-3,-2,-1,1,2,3,6}.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’'un entier relatif
Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Propriété
Etant donnés a, b et c entiers relatifs quelconques
Si adivise b et si b divise c alors a divise c.

Démonstration

S’il existe k et k’ entiers relatifs tels que b = ka et ¢ = k’b alors
¢ = K'ka.

| \
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’'un entier relatif
Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Propriété
Etant donnés a, b et c entiers relatifs quelconques.
Si a divise b et c alors a divise (b+ c) et (b — c¢).

Démonstration

Sib=kjaetc=koa, alors (b+ c) = (ki + kp)a et
(b—rc) = (ki — ko)a.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif
Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Définition

Soit n un entier naturel non nul.
Deux entiers relatifs a et b sont dits congrus modulo n si et
seulement si a — b est un multiple de n.

Autrement dit, il existe un entier relatif k tel que a = b+ kn
On dit que a est congru & b modulo n et on écrit a= b [n].

(On écrit aussi : a= b mod n).
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif

Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Remarque
Un entier relatif g est divisible par n si et seulementsia=0 [n].

Exemples : 185 =37 x 5donc 185 =0 [5].
187 —2 =37 x 5donc 187 =2 [5].
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Multiples d’'un entier relatif

Diviseurs d’un entier relatif
Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Propriéteé

Soit n un entier naturel non nul.

Deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n si et
seulement si a et b ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.
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Multiples d’un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif
Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Démonstration

Effectuons la division euclidienne de apar n: a= nq + r, avec
0<r<n.

D’ou a— r = nq, c’est-a-dire a — r est un multiple de n.

a et b sont congrus modulo n si et seulement sia— b = kn
avec k € Z.

Ceciest équivalenta:a—r=nqget(a—r)—(a—b)=n(qg—k),
soita:a—r=nqetb—r=nq.

Puisque 0 < r < n, ceci signifie que a et b ont le méme reste r
dans la division euclidienne par n.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif
Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Théoréme

Soient a, b, r, s quatre entiers relatifs tels que a=r [n] et
b= s [n]. Alors

at+tb=r+s[n

a-b=r—s|n]

axb=rxs|n]

a = rk [n] (pour tout k appartenant & N)

Démonstrations en exercice.
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Multiples d’'un entier relatif
Diviseurs d’un entier relatif

Multiples, diviseurs, congruences Congruences

Remarque

On peut traduire le théoréme précédent en terme de reste.

Si r et s sont les restes respectifs des divisions euclidiennes de
a et b par n alors dans la division euclidienne par n :
a+balemémerestequer+s
a—balemémerestequer—s

ax balemémerestequerxs

a* le méme reste que rk
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